LUKU 1. MATEMAATTISIA PERUSKASITTEITA

Kuinka kéy, jos peséikoloja on yhtd monta kuin luonnollisia lukuja ja kyyhkysia
yhtd monta kuin kokonaislukuja? Entd jos kyyhkysid on yhtd monta kuin
luonnollisia lukuja, mutta jokainen kyyhkynen yrittda pesid jokaisen toisen
kyyhkysen kanssa eri pesissd? (Yhteen koloon mahtuu vain yksi pesi.)

. Hilbertin Hotelliin on saapumassa bussiletka, jossa on dédrettdméan monta bus-
sia, kussakin darettoméan monta matkust ajaa. Miten sijoittaisit vieraat Hilbertin
hotellin huoneisiin?

. Hilbertin hotellin vieraskirjan jokaisella sivulla on vain direllisen monta nime&
ja uusien vieraiden on kirjoitettava nimensi aina seuraavalle tyhjéille riville.
Kuinka monta sivua kirjassa on oltava, jotta uusien vieraiden nimille olisi tilaa
(jrjestdméattd nimid uudelleen), niin kauan kuin vieraita voitaisiin sijoittaa
hotelliin (mahdollisesti jarjestdmalld uudelleen)?

. Cantorin planeetalla asiat on tapana mitata ddrettomaélld tarkkuudella. Jokaisel-
la planeetan asukkaalla on ainutlaatuinen nimi, joka koostuu dédrettoman pitkasta
aakkoston {a, b} merkkijonosta.

Asukkaat aaaa..... ja baaaa.... ovat paidttineet jarjestad seuramatkan Hilbertin
Hotelliin ja kutsuneet matkalle mukaan kaikki asukkaat, joiden nimi on aakkosjérjestyk-
sessd heidan valilladn. Mukaan ovat kutsutut mm. aaaa...:n pikkusisko abaaaa....

ja baaaa...:n serkun poika abbbbbb...... Mahtuuko porukka Hilbertin Hotelliin?
Perustele vastauksesi huolella! (Vihje: Cantorin diagonaaliargumentti.)

. Etsi virhe seuraavasta todistuksesta, jonka mukaan 2—1. Tarkastellaan yhtaloa
a = b. Kerro molemmat puolet a:lla, jolloin saat a®> = ab. Vihenni %> molem-
(@ —d)(a+b) = bla — ), ja jaa (a — b):1l4, jolloin saat a + b = b. Lopuksi
oletetaan, ettd a ja b ovat 1, jolloin patee 2 = 1.

. Olkoon X joukko ja X:n koko n = |X|. Todista induktiolla, ettd X:n potenssi-
joukon koko on |P(X)| = 2™

. Mité vikaa on seuraavassa induktiotodistuksessa, jonka mukaan kaikki kissat
ovat samanvarisia?

Olkoon 7 kissojen lukumééri. Jos n = 1, niin viite selvésti tosi (yksi kissa on
aina samanvirinen, olipa viri miki tahansa). Oletetaan nyt, ettd mille tahansa
n:n kissan joukolle pétee, ettd kaikki kissat ovat samanvirisid. Tarkastellaan
sitten n+ 1:n kissan joukkoa. Valitsemalla néistd mitké tahansa n kissaa (jot-
ka voidaan valita n + 1 eri tavalla) saadaan induktio-oletuksen perusteella
samanviristen kissojen joukko. Siispé kaikki n + 1 kissaa ovat samanvirisii.
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. Todista seuraava viite: Jos juhlissa on n(n > 2) henkil64, niin vihintdin

kahdella henkil6lld on yhtd monta ystavéaa juhlissa.

. Todista kontrapositiolla: Jos ¢ on pariton kokonaisluku, niin yhtal114 n? 4+n —

¢ = 0 ei ole paritonta kokonaislukuratkaisua n:lle.



