Luku 3

Saannolliset kielet ja aarelliset
automaatit

Tuumasin taimeen... l

Na nil= kowe |
K&y pas toimern.

Ligtosso om looilkde
mewkijonet 5 jaide,
kpoodife. go, olla.

Téassd luvussa tutustumme yksinkertaisimpaan formaalien kielten luokkaan, sdén-
nollisiin kieliin. Sddnndélliset kielet voidaan kuvata sddnnollisten lausekkeiden avulla
ja niitd vastaavat (paitos-)ongelmat voidaan ratkaista dérellisilla automaateilla.

Ongelma: Ohjelmointikielten muuttujat, vakiot jne. ovat tietynmuotoisia, ohjel-
mointikielen syntaksin (“oikeankirjoitusopin”) mukaisia. Esim. 0.123 on luku, mut-
ta 0.1.2.3 tai 2.33 eivit ole. Mutta miten maéaritelld lukujen syntaksi? Entd miten
voidaan tunnistaa tdsmélleen oikeanmuotoiset merkkijonot? Osoittautuu, ettd oikean-
muotoiset merkkijonot voidaan kuvata sadnnollisilla lausekkeilla, ja niden tunnistus
voidaan suorittaa ddrelliselld automaatilla.

Tunnet ehkd UNIX:in kiskyn grep, jolla voidaan etsid tekstistd hahmoja. Esim.
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grep [A-Z][a-z]*[0-9] teksti etsii tiedostosta teksti rivit, joilla on maéritte-
lyn muotoisia sanoja: ensin suuri kirjain, sitten mielivaltainen maara pienié kirjaimia
ja lopuksi numero. grep etsii nimenomaan sddnnollisid lausekkeita, ja nimi onkin
lyhenne sanoista “Global search for Regular Expression and Print”

3.1 Saannolliset lausekkeet ja kielet

e Esim. Hyviksy merkkijonot, joissa esiintyy sana “kissa”. Ts. merkkijonot ovat
muotoa

[0 tai useampia kirjaimialkissa[0 tai useampia kirjaimia]

e Esim. Etsi tekstitiedostosta osoitteita, jotka ovat muotoa
[zkatu tai ztie |[numero] [mahd. rapun kirjain]
[mahd. asunnonnumero|[postinumero|[kunnan nimi]

e Kuinka esittdd kompaktisti sallitut merkkijonot (ts. kuvata kieli, jonka tun-
nistusohjelma hyviksyy)?

e Maiiritellddn avuksi kolme operaatiota kielten yhdistdmiseen: Olkoot A ja B
aakkoston X kielid. Talloin

— A:n ja B:n yhdiste on kieli
AUB={z e X" |z € Ataiz € B}
— A:n ja B:n tulo on kieli
AB={rzye ¥ |z € A, y€ B}
— A:n potenssit A¥, k > 0, miiritelldin iteratiivisesti:
€},

{
AAk—l
= {z...0p |z €A Vi=1,...,k} (k>1)

A =
Ak

A:n sulkeuma on kieli

A* = GAk
k=0

= {$1$k|]€20, r; €A V’Lzl,,k}
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o Mddritelma: Aakkoston Y sddnnolliset lausekkeet (engl. regular expression)
madritelldén induktiivisesti sddnnoilla:
(i) @ ja € ovat X:n sadinnollisid lausekkeita;
(ii) @ on X:n sddnnollinen lauseke kaikilla a € ¥;

(iii) jos r ja s ovat X:n saannollisia lausekkeita,
niin (rUs), (rs) ja r™* ovat Y sianndllisii lausekkeita;

(iv) muita ¥:n sddnnollisid lausekkeita ei ole

e Kukin ¥:n séénnoéllinen lauseke r kuvaa kielen L(r):

) L(0) =

i) L(e) = {6}

iii) L(a) = {a} kaikilla a € ¥;
iv) L((rUs)) = L(r) U L(s);
v) L((rs)) = L(r)L(s);

i) L(r¥) = (L(r))*

e Aakkoston {a, b} saannollisid lausekkeita:

(i
(
(
(
(
(v

1 = ((ab)b), ry= (ab)*,
= (ab*), ry = (a(bU (bb)))*
Lausekkeiden kuvaamat kielet:

L(r) = ({a}{b}){b} = {ab}{b} = {abb};
L(ry) = {ab}* = {e, ab, abab, ababab, . ..}

= {(ab)' | > 0};

L(r3) = {a}({b})" = {a,ab, abb, abbd, ...}
= {ab' |i>0};
L(ry) = ({a}{b,bb})" = {ab,abb}*

= {e¢, ab, abb, abab, ababb, . . .}
= {z € {a,b}" | kutakin a-kirjainta z:ssi

seuraa 1 tai 2 b-kirjainta }
e Sulkumerkkien vihentdmissaéntoja:
— Operaattoreiden prioriteetti:

o o - U
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— Yhdiste- ja tulo-operaatioiden assosiatiivisuus:

L(((rus)Ut)) = L((ru(sUt)))
L(((rs)t)) = L((r(st)))

= perakkiisid yhdisteitd ja tuloja ei tarvitse suluttaa

— Kiytetdan tavallisia kirjasimia, mikéili sekaannuksen vaaraa merkkijonoi-
hin ei ole.
Yksinkertaisemmin siis:

ry=abb, 19 = (ab)*, r3=ab*, r4= (a(bUbb))

o Madidritelmd: Kieli on sddnndllinen, jos se voidaan kuvata sadnnolliselld lausek-
keella

e Esim. Olkoon aakkosto ¥ = {a, b, ¢, ..., }. Hyviiksytdén merkkijonot, jotka ovat
muotoa

[*kissal™®,
missi [ on lyhenne lausekkeelle [ = (aUb U ... Ud) (ts. [* € T¥)

e Esim. 2: Olkoon ¥ = {A, B, ..., ,q,b,...,,0,1,2,...,9}. Osoite on muotoa

(LI™)(katu U tie )dd™ (1 U €)(dd™ U €) ddddd LI*,

missé d on lyhenne lausekkeelle

d=0UluU..U9)

ja L on lyhenne lausekkeelle

I=(AUBU..UO).

e Esim. 3 C-kielen etumerkittomét liukuluvut (float, double, long double) mééritel-
la4n seuraavasti:
— (kokonaisosa).(desimaaliosa) (e tai E) [+ tai —] (eksponetti) [suffiksi]
— kokonaisosa ja desimaaliosa koostuvat digiteisté

— joko kokonaisosa tai desimaaliosa voi puuttua (mutta eivit molemmat)
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— joko (i) desimaalipiste tai (ii) (e tai E) ja eksponentti voivat puuttua
(mutta eivit molemmat)

— suffiksi: F tai f: float, L tai l: long double, muuten double

e Etumerkittomét liukuluvut tunnistava kieli voidaan maéaritelld sdannollisella
lausekkeella (ilman suffikseja):
number = (dT.d* U .d")(eU ((eU E)(+U—Ue€)d")) U
dt(eUE)(+U—-Ue€)dt

Vai? number = d*(.dd*)U

d*(.dd*Ue)(EUe)(+U—Ue)dd*U
dd*(EUe)(+ U — Ue)dd*

e Kieleen kuuluvat esim. seuraavat merkkijonot: 12., .12, 1.2, 1.2E3, 1.2e3, 1.2E-
3,1E2; 1e23

3.1.1 Saannollisten lausekkeiden sieventaminen

e Sadnnollisilla kielilld on yleensd useita vaihtoehtoisia kuvauksia, esim.:

¥ = L((aUb)")
= L((a"b%)")
= L(a"b* U (aUb)"ba(aUb)").

Mdaritelmd: Sadnnolliset lausekkeet r ja s ovat ekvivalentit, merk. r = s, jos
L(r) = L(s)

Lisaksi merkitdén r C s tarkoittamaan L(r) C L(s)

Lausekkeen sieventdminen = “yksinkertaisimman” ekvivalentin lausekkeen méarit-
taminen

e Huom: Usein merkitain r* = rr* = r*r
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3.1.2 Sievennyssaantoja

rUr = r (mutta rr #r, kun r # (), €)
rU(sUt) = (rus)ut
r(st) = (rs)t
rds = sUr
r(sUt) = rsurt
(rus)t = rtUst
0* = e
Or = O (mutta@Ur=r)
er = r (muttaeUr #r, kun r # ¢)
r* = r'rUe=r"Ue
rt o= (rue”
() =

e Lisdksi patee padttelysdanto:
Jos r =rsUt, niin r = ts*, kun € ¢ L(s)
o L(r)=L(s) & L(r) CL(s)ANL(s) CL(r)elir=s<rCsAsCr
e Esim. ylla:
1. (aUb) C (a*d*) = (aUb)* C (a*b*)*
2. ((a*b*)*) C a*b* U (a U b)*ba(a U b)*):

— jos muotoa a*b*, niin selvi

— muuten sisiltda osajonon ba

3. a*b* U (a U b)*ba(a U b)*) C (a U b)*, silld (a U b)* kuvaa kaikki ¥:n
merkkijonot

e Voidaan todistaa seuraavat sulkeumaominaisuudet: Jos L ja M ovat sddnndol-
lisid kielid, myos
1. LN M (kielten leikkaus)
2. L =Y*\ L (kielen komplementti)

3. L® = {wf|w € L} (kielen kiiéinteiskieli, jossa sanat on kirjoitettu takaperin)

ovat sdannollisia



3.1. SAANNOLLISET LAUSEKKEET JA KIELET 31
Harjoituksia saannollisista lausekkeista

1. UNIX:in egrep-komennolla (extended grep) voi etsié tekstistd hahmoja, jotka
on midritelty sdannollisind lausekkeina. egrepin perussyntaksi on seuraava:
egrep <lauseke> <tiedosto>, missd lauseke voi olla

e hakasuluissa lista merkkeja, esim. [abcd|: mikéd tahansa merkeistd a, b, ¢, d

(lauseke)(lauseke): kahden lausekkeen katenaatio

(lausekel)|(lauseke2): joko lausekel tai lauseke2

(lauseke)x: lauseke toistuu 0 kertaa tai useampia kertoja (sulkeuma)

\b: tyhjd merkki sanan reunassa \B: tyhja merkki sanan keskelld

Huom! Lauseke kannattaa laittaa hipsuihin ("lauseke’). Lisdé tietoa komen-
nolla man egrep.

Testaa egrep-komentoa! Voit kiiyttaa syotetiedostona mitdtahansa (C-)ohjelmakoodia,
esim. kotisivun tiedostoa esim.c.

Millaisia hahmoja etsivit seuraavat komennot:
egrep '[1]*’

egrep ’[1][0]

egrep ’[1]/[0]

2. Millaisella egrep-komennolla 16ydét seuraavat rivit:
a) Rivit, joilla on numeroita
b) Rivit, joilla esiintyy sana while tai for
¢) Rivit, joilla esiintyy numero 10
d) Rivit, joilla esiintyy kokonaislukuja. (Huom! Komentosi ei siis saa hyviksya
desimaalilukuja.)

3. Tarkastellaan seuraavia aakkoston ¥ = {a, b} kielid. Anna kustakin kielesta
kaksi merkkijonoa, jotka kuuluvat kieleen, ja kaksi, jotka eivat kuulu kieleen!
) *b*
a(ba)"b
*Ub*
aa)*
Ua)b

b)
c)
d)
e)
f) *aX*aX*aX"

(a
(€
E*
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Mita merkkijonoja kuuluu seuraavaan lausekkeen kuvaamaan kieleen?
(cUhUmUr)at((cUt)aU (sUt)o)ught(m Ul Utw Ur)ice

. Kuinka maérittelet sidnnollisen lausekkeen, jolla 16ydét tietoa lumimyrskysta?

Huomaa, ettd ilmaisu voi esiintyd myo0s taipuneena (sanavartalo ei onneksi
taivu) tai yhdistettynd, esim. "lumi- ja ukkosmyrskyvaroitus”.

Mitd merkkijonoja kuuluu kieleen L((*)? Enta L(e*)?

Etsi lyhin merkkijono, joka kuuluu seuraavan lausekkeen kuvaamaan kieleen!

a) a*(bU abb)b*b
b) a*b*b(a U (ab)*)*b*
¢) (aUab)(a* U ab)*b

Muodosta seuraavia kielid vastaavat sddnnolliset lausekkeet:

a) {w € {a,b}*|w:n kolmanneksi viimeinen merkki on a}

b) {w € {a, b}*|w sisiltad joko merkkijonon ab tai ba}

¢) {w € {a,b}*|w siséltdd merkkijonon aba mutta ei merkkijonoa bab}

Muodosta seuraavia kielid vastaavat sadnnolliset lausekkeet:

a) {w € {a,b}*|w sisiltdd parillisen méédrdan merkkid a}

b) {w € {a,b}*|w:m pituus on pariton}

¢) {w € {a, b}*|w:n siséltdmien b-merkkien lukuméaéra on kolmella jaollinen}

Esitd yksikertaisemmassa muodossa seuraavat lausekkeet! (s.e. ne yhd gen-
eroivat saman kielen!)

a) (OUlU0lUI11)*

b) (0* U 10*)*

¢) 1*(011%)* U 1*(011*)*0
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3.2 Adsrelliset automaatit

e Ongelma: Kahviautomaatti, joka ei anna vaihtorahaa, hyviksyy vain 50 sentin
ja yhden euron kolikoita ja minimimaksu on 2 euroa. Millaisia sy0tejonoja
kahviautomaatti hyviksyy?

e Kelvollisia sy6tejonoja ovat esim. seuraavat (yksikkoné snt):
90 + 50 + 50 + 50
100 + 100
50 4+ 100 +100
100 + 50 + 50 + 100

e Ts. kahviautomaatti hyviksyy syotejonot, jotka ovat muotoa

1 euro + 1 euro +
[0 tai useampia 50 sentin tai 1 euron kolikoital

tai

1 euro + 50 senttid +
[1 tai useampia 50 sentin tai 1 euron kolikoita]

tal

50 senttid + 1 euro +
[1 tai useampia 50 sentin tai 1 euron kolikoita]

tai

50 senttid + 50 senttid + 1 euro +
[0 tai useampia 50 sentin tai 1 euron kolikoital

tal

50 senttid + 50 senttid + 50 senttid +
[1 tai useampia 50 sentin tai 1 euron kolikoital

o Kahviautomaatin toiminta voidaan kuvata ddarellisend automaattina

e Automaatin syotteitd ovat 50 sentin ja 1 euron kolikot ja automaatti hyviksyy
“syotejonon”, jos siihen sisiltyvien rahojen summa on vahintdin 2 euroa
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e Automaatti voidaan esittaa tilasiirtymdkaaviona

3.2.1 Adérellisen automaatin esitys

e tilasiirtymékaavio

e tilasiirtymétaulukko

50 snt | 1 euro
— Qo q1 g2

q1 g2 g3
g2 qs3 g4
g3 qa g4

Qs g4 q4

e Esimerkki: C-kielen mukaisen etumerkittoman liukuluvun tunnistava automaat-
ti:
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(d>
e

\

- e
—_—=
E, e

QCQ%

— Tilasiirtyméataulukkona:

d| . |Ee|+,—
— Go| Q1| Q
g1 | q1 |43 | 4a
q2 | G3
< Q3| @3 q4
g4 | 96 gs
gs | 96
< g6 | Gs

Téssd d = {0,1,...,9}. Taulukon puuttuvat kohdat vastaavat virhetilaa
“Error”, joka kiytannossa jatetddn merkitsemétts selkeyden takia

— Ohjelmana:

int IsDigit(char c¢); /* palauttaa 1, jos ¢ on numero, 0 muuten */

int =20
char ¢ while ( (¢ = fgetc(stdin))!=EOF )
{

switch ( ¢ )

{
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case 0: if (IsDigit(c) ) ¢ = 1;
else if (c=="") ¢ = 2 else ¢ = 99;
break;
case 1: if (IsDigit(c) ) ¢ = 1;
else if (c==""") ¢=3;
else if (c=="¢’ || c=="E’) q=4; else ¢=99;
break;
case 2: if (IsDigit(c)) ¢=3; else ¢=99;
break;
case 3: if (IsDigit(c)) ¢=3;
else if (c=="¢’ || c=="E’) ¢ = 4 else ¢ = 99;
break;
case 4: if (IsDigit(c)) ¢=6;
else if (c=="4" || c=="-") ¢ = 5 else ¢ = 99;

break;

case b: if (IsDigit(c)) ¢—6; else ¢ = 99;
break;

case 6: if (IsDigit(c)) g=6; else ¢ = 99;
break;

case 99: break;

}

}
if (¢ ==3|| ¢ ==6) printf("luku OK!");
else printf("Virheellinen luku");

e Ajrellisen automaatin pohjalta laadittuun ohjelmaan voidaan liittds myds se-
manttisia toimintoja

e Esim. Etumerkillisen kokonaisluvun tunnistaminen

T
(== (——ED .

e Vastaava ohjelma, joka lisiksi evaluoi luvun arvon:

int IsDigit(char c¢); /* palauttaa 1, jos ¢ on numero, 0 muuten */
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int g =0
char ¢ int sign = 1; int val = 0; while ( (¢ = fgetc(stdin))!=EOF )
{
switch ( ¢ )
{
case 0: if (c=="+" || e=="-") {
q=1;
if (c=="-") sign = —1;
}
else if (IsDigit(c) {
q=2;
val = ¢ —"0';
}
break;
case 1: if (IsDigit(c) {
q=2;
val = ¢ =" 0;
}
else g=99;
break;
case 2: if (IsDigit(c)) {
9=2;
val = 10 x val 4+ (¢ =" 0');
}
else g=99;
break;
case 99: break;

}

if ( ¢ == 2) printf("luvun arvo on %d”, sgn * val);
else printf(”Virheellinen luku”);

3.2.2 Adsrellisen automaatin formaali miirittely

e Airellinen automaatti M

— &drellistilainen ohjausyksikkd, jonka toimintaa séitelee automaatin suir-
tymdfunktio 6

— merkkipaikkoihin jaettu sydtenauha
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syotenauha: i|n ‘ P ‘11 ‘ t ‘
nauhapia:
qQq =q2
ohjausyksikko: .
)

— nauhapdd, joka kullakin hetkelld osoittaa yhtad syotenauhan merkkié
e Automaatin “toiminta’:

— Automaatti kilynnistetaan erityisessa alkutilassa qq, siten ettd tarkastelta-
va syGte on kirjoitettuna syotenauhalle ja nauhapii osoittaa sen ensim-
maistd merkkid

— Yhdessd toiminta-askelessa automaatti lukee nauhapédidn kohdalla ole-
van syotemerkin, paattda ohjausyksikon tilan ja luetun merkin perus-
teella siirtyméafunktion mukaisesti ohjausyksikon uudesta tilasta, ja si-
irtdd nauhapiitd yhden merkin eteenpéiin

— Automaatti pysdhtyy, kun viimeinen sy6temerkki on késitelty. Jos oh-
jausyksikon tila tdlloin kuuluu erityiseen (hyviksyvien) lopputilojen joukkoon,
automaatti hyvdiksyy syotteen, muuten hylkdd sen

— Automaatin tunnistama kieli on sen hyviksymien merkkijonojen joukko

o Miiritelmd: Adrellinen automaatti (engl. finite automaton) on viisikko
M = (Qa EaéaQOaF)a
missa
— ( on automaatin tilojen dérellinen joukko;
— ¥ on automaatin sydteaakkosto;
— §:Q XX — @ on automaatin sirtymdfunktio;

— o € @ on automaatin alkutila;

— F C @ on automaatin (hyviksyvien) lopputilojen joukko.
e Esim. reaalilukuautomaatin formaali esitys:

M = ({q,--.,q,error},{0,1,...,9,.,E,e,+,-},
57 90, {q37q6})7
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missd 6 on kuten aiemmin taulukossa; esim.
6(0,0) = 0(qo, 1) = - = 6(q0,9) = a1,
5(qo,-) = G2, 0(qo, E) = error, 6(q1,E) =qs jne.
e Automaatin tilanne on pari (¢, w) € @ x X*

— automaatin alkutilanne sydétteelli x on pari (qo, x)

— ¢ on nykyinen tila ja w on syotemerkkijonon kisittelem&ton osa
e Tilanne (g, w) johtaa suoraan tilanteeseen (¢',w'), merk.

(g, w) E (¢, w'),

M

joson w=aw' (a € X) jaq =d(q,a).
Tilanne (¢',w') on tilanteen (¢, w) vdliton seuraaja

e Tilanne (¢, w) johtaa tilanteeseen (¢',w') eli tilanne (¢', w') on tilanteen (g, w)
seuraaja, merk.

(g, w)-"(¢', w'),
M
jos on olemassa vilitilannejono (qo, wo), (¢1,w1), .-, (¢, wn), n > 0, siten
etta
(q7 U]) = (qO,MO) H (Ch, wl) - F (CIna wn) = (ql,wl)'
M M M

Erikoistapaus: n = 0, (¢, w)F"(¢g, w) milld tahansa tilanteella (¢, w)

M

e Automaatti M hyviksyy merkkijonon z € ¥*, jos on voimassa

(g0, 2)F"(gy, €) jollakin ¢ € F

M

muuten M hylkdd z:n. Ts. automaatti hyviksyy x:n, jos sen alkutilanne sy&t-
teelld = johtaa johonkin hyviksyvidin lopputilanteeseen

o Maddaritelmd: Automaatin M tunnistama kieli

L(M) ={z € X* | (g, x)F"(gs,€) jollakin ¢y € F'}

M

e Esim. merkkijonon “0.25E2” kisittely edelld esitetylla liukulukuautomaatilla:

+ (Q3, 5E2) + (Q3a E2)
F (g4,2) = (g, €)-

Koska ¢s € F = {q3, ¢s}, on siis 0.25E2 € L(M)
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3.3 Automaattien minimointi

e Kaksi automaattia, jotka tunnistavat tdsmélleen saman kielen ovat keskendin
ekvivalentteja

e Aidrellinen automaatti on minimaalinen jos se on tilamasraltdan pienin ekvi-
valenttien automaattien joukossa

e Automaatti, jossa on enemmaén tiloja kuin ekvivalentissa minimaalisessa au-
tomaatissa on redundantti

e Automaatteja muodostava algoritmit eivit aina tuota minimaalista automaat-
tia

e On helpompi ndhda mikd on minimaalisen automaatin tunnistama kieli kuin
redundantin automaatin tunnistama kieli

e On turha tallettaa ylimaaraisia tiloja

e Minimaalisen automaatin kisittely on tehokkaampaa kuin redundantin au-
tomaatin

3.3.1 Apukiisitteita

e Maiiritelldadn M:lle laajennettu siirtyméafunktio 0*, joka voi saada parametri-
naan merkkijonon:
jos ¢ € @, r € ¥*, niin

0*(g,z) = se ¢ € Q, jolla (¢, z)F* (¢, €)
M

e Tilojen ekvivalenssi: M:n tilat ¢ ja ¢’ ovat ekvivalentit, merk.

jos kaikilla x € ¥* on
6*(g,z) € F jos ja vain jos ¢*(¢',z) € F

(ts. jos automaatti ¢:sta ja ¢":sta lahtien hyviksyy tédsmilleen samat merkki-
jonot)
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e k-ekvivalenssi: tilat ¢ ja ¢' ovat k-ekvivalentit, merk.

jos kaikilla z € ¥*, |z| < k, on
6*(¢,z) € F jos ja vain jos ¢*(¢',z) € F

(ts. jos mikddn enintdéin k:n pituinen merkkijono ei pysty erottamaan tiloja
toisistaan)

e Selvisti pitee:

(i) ¢=4q', joss seki q ettd ¢’ ovat lopputiloja
tai kumpikaan ei ole; ja

!

(i) g=¢, joss q=¢ kaikillak=0,1,2,...

e Minimoinnin idea: sy6tteend annetun automaatin tilojen k-ekvivalenssiluokkia
ositetaan (k + 1)-ekvivalenssiluokiksi kunnes saavutetaan taysi ekvivalenssi

3.3.2 Adirellisen automaatin minimointi -algoritmi

e Sydte: Adrellinen automaatti M = (Q, %, 8, go, F).

1. (Turhien tilojen poisto) Poista M:sté kaikki tilat, joita ei voida saavuttaa
tilasta go milladn syotemerkkijonolla.

2. (0-ekvivalenssi) Osita M: jiljelle jadneet tilat kahteen luokkaan: ei-
lopputiloihin ja lopputiloihin.

3. (k-ekvivalenssi — (k + 1)-ekvivalenssi)

while not(tilasiirtymafkt yhteensopiva luokkajaon kanssa) {
jaa luokan sisalla eri tavalla kiyttaytyvat tilat eri luokkiin;
}

return M = (@, %,8, 40, F),

missa

— Q=M:n tilaluokat
— d=luokkien vilinen siirtyméafunktio

— ¢o=Mm alkutilan luokka
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— F=M=m lopputilojen luokat
e Lopputulos

— M:n kanssa ekvivalentti déirellinen automaatti M. , jossa on minimimé&aratilo-
ja
— M on tilojen nimedmista vaille yksikéisitteinen

e Huom: Tiloja on alun perin ddrellinen maéri ja joka askeleessa nro 3 (paitsi
viimeisessd) ositetaan vihintddn yksi tilaluokka, joten algoritmi padttyy aina

e Todistus siitd, ettd algoritmin tuottama automaatti M on minimiautomaatti
ja yksikésitteinen sivuutetaan (Orposen moniste s. 17-18)

Esimerkki: Olkoon M = (Q, %, §, qo, F'), missi

e tilojen joukko Q = {1,2,3,4,5,6},
syoteaakkosto ¥ = {a, b},

alkutila gy = {1},

lopputilojen joukko F' = {4,5} ja

siirtymafunktio ¢:

Y UL W N =
=W N RN
Ol s O W N W o
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Askel 1: Turhien tilojen poisto

Askel 2: 0-ekvivalenssi

e Osita M:n jiljelle jadneet tilat kahteen luokkaan: lopputiloihin ja muihin tiloi-

hin
a b
. —- 12,1 |31
214,112, 1
312,131
I: « 43,1 |5 11
«~ 5| 1,1 | 4,11
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e Nyt osituksesta voidaan muodostaa automaatti, jossa

— kutakin luokkaa vastaa yksi tila ja

— kustakin tilasta on kaikki erilliset siirtymét, jotka
luokkaan kuuluvilla tiloilla on

e Tila on epddeterministinen, jos siitd voidaan siirtyé jollain merkilld useampaan
kuin yhteen tilaan

e Esimerkissd tila I on epiddeterministinen, koska merkilld a voidaan siirtya
tilaan I tai tilaan II

Askel 3: k-ekvivalenssi = (k + 1)-ekvivalenssi

e Jos M:ssi ei ole epadeterministisii tiloja, niin algoritmi paéttyy ja palauttaa
M:n

e Muutoin hienonna kutakin M:n epadeterminististi tilaa vastaavan luokan os-
itusta edelleen:

— Jaa sen sisilla alkuperdiset tilat eri luokkiin s.e. kustakin luokasta on
vain samanlaisia siirtymii

— Suorita askel 3 uudestaan

e Esimerkissimme jaetaan tila I kahtia

e Tamaén jilkeen ei ole endd epiddeterminisid tiloja ja algoritmi paattyy

Lopputulos:
a b
I. - 1211 |31
312,11 |3, 1
II: 24,11 | 2,11
I: « 43,1 5, ITI
+~ 51,1 4, 111
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mb mb mb
T 2 /II\ 2
DSOS

a

3.4 Epadeterministiset aarelliset automaatit

m a @a
(oo y—2a(a )t )—2
) (o )+—(e) b

e Esimerkiksi alimerkkijonon aba etsiminen aakkoston {a, b} merkkijonoista on
luontevasti kuvattavissa epddeterministiselld automaatilla. Epéddeterminismi
siis helpottaa automaatin konstruointia

e Epiddeterminististen automaattien avulla luodaan yhteys determinististen darel-
listen automaattien ja sdadnnollisten kielten vilille

— deterministiset ja epideterministiset automaatit tunnistavat tdsmalleen
samat kielet

— epédeterministiset automaatit tunnistavat tdsmaélleen sddnnolliset kielet

— = Siis deterministiset automaatit tunnistavat tdsmilleen sddnnélliset

kielet

e Epiddeterministiselld automaatilla siirtyméfunktio liittda vanhan tilan ja syote-
merkin pariin (g, z) joukon mahdollisia seuraavia tiloja

e Epideterministinen automaatti hyviksyy merkkijonon jos jokin mahdollisten
tilojen jono johtaa lopputilaan. Jos yhtdan téllaista jonoa ei ole, niin epide-
terministinen automaatti hylkda syotemerkkijonon

e Esim. kuvan automaatti hyviksyy syétejonon abbaba, koska se voidaan kisitel-
14 seuraavasti:

(go, abbaba) (g0, bbaba) F(qo, baba)
I_(qu a'ba’) l_(q17 bCL) l_(qQJ a’) |_(CI37 6)
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e Toisaalta voidaan myos padtya hylkdavaan tilaan

(qo, abbaba) F(qo, bbaba) F(qo, baba)
(g0, aba) (o, ba) F(qo, a) F(qo, €)

e Epideterministinen automaatti voidaan ajatella suorittavan kaikki johdot rin-

nakkain
Deterministinen Epadeterministinen
laskenta laskenta
! /N
] AN
| : N\
O . O ©
| . .
| / g hyvéksy
O O
hyvaksy tai hylkaa hylk&a

e Mddritelmd: Epadeterministinen dérellinen automaatti (engl. nondeterminis-
tic finite automaton) on viisikko M = (Q, %, 6, qo, F'), missé
— ( on Adrellinen tilojen joukko,
— 3 on syoteaakkosto,
— 0:Q x X — P(Q) on (joukkoarvoinen) siirtyméfunktio,
— go € Q on alkutila ja
— F C @ lopputilojen joukko.

e Kuvan automaatin siirtyméfunktio
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a b
—qo | {90, 01} | {q0}
q1 0 {CIQ}

g2 {Q3} 0
< g | {e} | {6}

e Nyt virhetilanne on helposti ilmaistavissa tyhjan seuraajatilajoukon avulla
(esim. &(g, a) = 0 merkitsee sitd, ettd a aiheuttaa virheen tilassa ¢)
e (¢,w) voi johtaa suoraan tilanteeseen (¢',w’), (¢, w) F (¢',w'), jos w = aw' ja
M
q € §(q,a). Tilanne (¢',w') on (g, w):n mahdollinen viliton seuraaja

e Muutoin méaritelmét epddeterministisille automaateille ovat samat kuin aiem-
min

e Deterministiset automaatit ovat epiddeterminististen erikoistapaus = kaikki
edellisilld tunnistettavat kielet ovat tunnistettavissa myos jalkimmaisilla

e Mutta my0s kddntaen: deterministiset ja epideterministiset ddrelliset automaatit
ovat yhtd vahvoja

3.4.1 Automaatin determinisointi

e Muodostetaan epéddeterminististd automaattia M vastaava deterministinen
automaatti M:

1. Muodosta M:n tilat S CP(Q)

— ts. kaikki M tilojen joukot P(Q)

— Merk. P(Q) = {0, 51, S, ..., Sm }, missi tyhjd joukko vastaa virhetilaa
jam=2"-1

9. Lisid M:n tilojen vilille siirtymiit:

- 5 —a)sja missa Sj = U{ql|(s(Q> a) = qlaq € Si}

— ts. tilajoukkojen s; ja s; vilille siirtyma s; —a>sj, jos niiden os-
ajoukkojen vililld oli siirtymé: V¢' € s; dg € s; siten ettd ¢ 4 4.

— s;:n seuraajajoukkoon merkilla a kuuluvat siis kaikki ne tilat ¢/, jotka
voidaan saavuttaa s;:n tiloista g merkilld a

— Huom! Voisimme valita seuraajat myos seuraavalla ehdolla: dg €
s; A¢' € s; siten ettd ¢ %5 ¢'. Nyt tulee kuitenkin paljon turhia
siirtymié, joista on riesaa minimointivaiheessa!
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3. Alkutilaksi {go} (alkuperisesti alkutilasta muodostettu joukko)

4. Lopputiloiksi kaikki alkuperaisen lopputilan ¢; sisdltdavat tilajoukot s;,
45 € S;
5. Karsi turhat tilat, joita ei voi saavuttaa alkutilasta
6. Minimoi automaatti
— jaa loppu- ja muihin tiloihin
— hienonna luokkajakoa, kunnes yhdenmukainen siirtyméfkt:n kanssa

e Esimerkki:
Y "

a b
— =\ Qo qdo, q1 qo; g2

mb ma

@a@b . a@a,b

e Lause: Olk. A = L(M) jonkin epddeterministisen ddrellisen automaatin M

tunnistama kieli. T#lléin on olemassa deterministinen automaatti M. , jolla
L(M) = A.
*Todistus: Olk. A = L(M), M = (Q, %, d, qo, F'). Laaditaan determ. automaat-
ti M = (Q, 5,9, Go, F ), joka simuloi M:n toimintaa kaikissa sen kullakin het-
kelld mahdollisissa tiloissa rinnakkain. Automaatin M tilat vastaavat M:m
tilojen joukkoja

Q = PQ),
qdo {QO},
{S C Q| S sisiltai jonkin ¢; € F},

6(S,a) = U d(q, a).

geS
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Tarkastetaan, etté L(M\ ) = L(M). Kielten ekvivalenssi seuraa, kun todiste-
taan kaikilla x € ¥* jag € @:

(QOJ)L—J*(Q’ €) & ({QO},I);*(S’, €)jagesS.

Todistus induktiolla merkkijonon x pituuden suhteen:

L. |z = 0: (g0, €)-"(q, €) & ¢ = qo-
Samoin ({go}, ) *(S,e) & S ={q}-

2. Induktio-oletus: viite patee kun |z| < k.

3. |z| = k + 1: téllin = = ya jollakin y, |y| = k, jolle viite patee induktio-
oletuksen perusteella. Nyt

(40, %) = (0, ya)-" (g €)

3¢ € @ s-e. (qo.ya)-"(q', a) ja (¢ a) - (g, €)

34" € Q@ se. (0, 9)F ( €) ja (¢',a) - (g, ¢€)

J¢' € @ s.e. ({0}, y) "(S€) jaq € S jaged(d,a)

({qo},y)ﬂl;;( ,€) ja ﬂq €S se qed(d,a)
({qO},y)AtJ*(S',e) jage | d(d,a) =6(",a)
({0}, ya)lﬂ—l*(S a) jaged(S,a) =S

({0}, ya);*(S a) ja (S',a) - (S, €)jages
({20}, 7) = ({q0}, ya) "(S, 6) jages.

r ¢ ¢ ¢ O

¢t ¢

i3

3.4.2 Hahmontunnistus epadeterministisella automaatilla

Epéddeterministisilld automaateilla voidaan kitevisti kuvata hahmontunnistusongelmia.
Ohjelmatoteutusta verten automaatti on kuitenkin determinisoitava. Edelld huo-
masimme, ettd pahimmassa tapauksessa vastaavan deterministisen automaatin til-
amaéra on eksponentiaalinen. Hahmontunnistusongelmissa determinisointialgoritmi
tuottaa kuitenkin automaatin, jossa on yhtd monta tilaa kuin alkuperiisessa epade-
terministisessd automaatissa, ja joka on samalla minimiautomaattsi!
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Esim. Olkoon aakkosto { M, I, U}. Esiintyykoé hahmo M IU merkkijonossa? Vastaava
epadeterministinen automaatti:
Q M,I,U

A
(o) @;@

Kuva 3.1: Epddeterministinen MIU-automaatti.

M,IL,U

Muodostetaan vastaava deterministinen automaatti. Taulukossa on esitetty kaik-
ki tilat, myOs ne joita ei voi saavuttaa alkutilasta. Kiytannossi voit oikaista, kun
lahdet liikkeelle alkutilasta ja lasket ensin sen seuraajat, sitten néiden tilojen seuraa-
jat, jne. Nyt mukaan tulevat vain ne tilat, jotka voit oikeasti saavutata alkutilasta.

M I U
0 0 0 0
- A {0} {0,1}=E | {0}=A {0}=A
B {1} 0 {2}=C 0
c {2} 0 0 {3}=D
~D {3} {3}-D |{3}-D {3}=D
E {0,1} {0,13=E | {0,2}=F | {0}=A
F {0,2} {0,3}=E | {0}=A {0,3}=G
«~ G 0,3} {0,1,3}=L | {0,3}=G | {0,3}=G
H {1,2} 0 {21=C {3}=D
~ 1 {1,3} {3}=D {2,31=J | {3}=D
~ J {23} {3}=D {3}=D {3}=D
K {0,1,2} |{0,1}=E | {0,2}=F {0,3}=G
«~ L {0,1,3} |{0,1,3}=L|{0,2,3}=M | {0,3}=G
«~ M {0,2,3} |{0,1,3}=L|{0,3}=G | {0,3}=G
~ N {1,2,3} |{3}-D {2,31=J | {3}-D
«~ O {0,1,2,3} | {0,1,3}=L | {0,2,3}=M | {0,3}=G
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M

8 (=) U
FOROR
MC/%‘

Kuva 3.2: Deterministinen MIU-automaatti.

Lopuksi yhdistetdén lopputilat (minimointialgoritmin mukaan).

O s
@%@%

Kuva 3.3: Lopputulos: minimaalinen deterministinen MIU-automaatti.

o1
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